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Аннотация
Рассмотрены спектры собственных значений функционала
Φ(u) =
〈
u(n)u(n)
〉
〈
u(n−p)u(n−p)
〉
в
◦
W n2 при разных n. Показано, что спектры на четных функциях в
◦
W n2 и
◦
W
m
2 не пересекаются при m = n + 1, n + 2. Написаны необходимые условия
возможности пересечения при ∆ = m− n > 2.
Введение
Пусть дано (соболевское) пространство вещественных функций
◦
W
n
2 =
{
u ∈ Cn−1 [0, 1] | u(j)(0) = u(j)(1) = 0, j = 0, . . . , n− 1, u(n) ∈ L2 (0, 1)
}
.
Введем стандартную норму
‖u‖2n =
〈
u(n)u(n)
〉
где 〈a b〉 =
1∫
0
a(t)b(t) dt.
Рассмотрим функционал
Φ(u) =
〈
u(n) u(n)
〉
〈u(n−p) u(n−p)〉
. (1)
1
Задача нахождения минимума
Λn = min
u∈
◦
W n2
Φ(u)
при варьировании с δu = εv приводит к уравнению
Φ′ε|ε=0 = 0 =
〈
u(n)v(n)
〉
− Λ
〈
u(n−p)v(n−p)
〉
для ∀v ∈
◦
W
n
2 . (2)
Обозначим
Ωn = Cr [0, 1]∩
◦
W
n
2 ,
где r > 2n — наибольшая используемая в дальнейшем исследовании
производная.
При рассмотрении Φ(y) на y ∈ Ωn, из (2) получим〈
vL2ny
〉
= 0 для всякого v ∈ Ωn, (3)
где оператор
L2n = L2n(Λ) = (−1)nd2n − Λ(−1)n−pd2n−2p, d =
d
dt
. (4)
Если функция z есть решение (3), то она имеет вид
z = R + P2n−2p−1, (5)
где R — часть, удовлетворяющая [d2p − (−1)pΛ]R = 0, а P — полином.
В дальнейшем будем писать Pk для полиномов с deg Pk 6 k.
Обозначим через zn собственную функцию (с.ф.) L
2n: L2nzn = 0, а
через Λn — соответствующее собственное значение (с.з.): L
2n
(
Λn
)
zn = 0.
Пусть Sn =
{
Λn
}
— спектр с.з., а Λn — минимальное с.з.
Спектр с.з. для оператора L2n в Ωn совпадает со спектром с.з. Φ(u)
в
◦
W n2 . Далее будем изучать ситуацию в Ω
n. Замена t = x+1
2
превращает
[0, 1] → [−1, 1], при соответствующем переобозначении d в (4) и измене-
нии с.з.
С.ф. разделим на симметричные zn,s = zn(x) + zn(−x) и антисиммет-
ричные zn,a = zn(x)−zn(−x). Соответствующие с.з. и спектры обозначим
Λn,s, Λn,a; Sn,s, Sn,a.
Очевидно, что Sn,a = Sn+1,s.
∗ В силу Ωn+1⊂Ωn имеем Λn,s 6 Λn+1,s =
Λn,a. В дальнейшем, не оговаривая, рассматриваем только симметричные
функции.
Заметим, что
zns = R + P2n−2p−2. (6)
∗Следует из того, что z
(−1)
n,a =
∫
x
−1
zn,a(ξ) dξ есть некоторая zn+1,s и обратно ∀z
(1)
n+1,s
в силу (5, 6) есть zn,a.
2
Ниже везде в обозначении L2kzl подразумевается, что Λ в L
2k есть с.з.
оперируемой функции zl для L
2l: L2l(Λ)zl = 0.
Камень в оперируемом
В разделе доказано Sn−1,s ∩Sn,s = ∅.
Определение. Пусть n > p. Назовем
cn = L
2n−2zn (7)
камнем в zn.
Лемма (о «неизымаемости» камня): Если cn = 0, то zn = 0.
Доказательство. Имеем:〈
znL
2nzn
〉
− λ2
〈
znL
2n−2zn
〉
= −λ2cn 〈zn〉 , (8)
где 〈a〉 = 〈1, a〉.
Обозначим σ = i · d = i · d
dx
(«импульс»). Тогда
L2n − λ2L2n−2 =
(
σ2 − λ2
)
L2n−2.
Пусть
σ2p − Λn =
(
σ2 − λ20
)
·
p−1∏
i=1
(σ − λi) ·
(
σ − λi
)
, (9)
где λ0 — вещественный, λi и λi — сопряженные корни σ
2p − Λn как по-
линома от σ.
Выберем λ = λ0. Из (4) и (9) очевидно:
L2n − λ2L2n−2 = A(σ)A(σ), где A = σn−p−1
(
σ2 − λ2
)
·
p−1∏
i=1
(σ − λi) ,
(10)
а A, как полином от σ, комплексно сопряжен A.
Из (8, 10) получаем〈
znA(σ)A(σ)zn
〉
= −λ2cn 〈zn〉 . (11)
Отсюда, в силу эрмитовости в Ωn операторов σk при k 6 2n, если
cn = 0:
A(σ)zn = A(σ)zn = 0. (12)
Тогда R (см. (6)) содержит лишь cosλx и (σ2 − λ2) zn = Q — полином.
В силу (10, 12) degQ 6 n − p − 2 6 n − 3, однако Q ∈ Ωn−2 ⇒ Q = 0.
Остающаяся в zn часть cosλx исчезает в Ω
n при ∀n > 2. 
Докажем Λn−1 6= Λn. Имеем:〈
z(n−1)n z
(n−1)
n−1
〉
=
[
Λn−1〈· · · 〉+ 〈znL
2n−2zn−1〉 = Λn−1〈· · · 〉
Λn〈· · · 〉+ 〈zn−1L
2n−2zn〉 = Λn〈· · · 〉+ cn 〈zn−1〉
, (13)
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где 〈. . .〉 =
〈
z
(n−p−1)
n z
(n−p−1)
n−1
〉
.
При Λn = Λn−1 имеем cn 〈zn−1〉 = 0. В силу (8, 11) и леммы о камне
либо zn, либо zn−1 исчезают.
†
Итак, доказано Sn−1,s ∩Sn,s = ∅ при ∀n. В частности, отсюда Λn−1 <
Λn.
Утверждение (о простоте спектра в Ωn): Если у L2n есть две линей-
но независимые с.ф. в Ωn: z1,n и z2,n, то
Λ1,n 6= Λ2,n. (14)
Действительно, пусть не так. Тогда их линейная комбинация z = α ·
z1,n + β · z2,n, где α = z2,n(1), β = −z1,n(1), такова, что z ∈ Ωn+1, L2nz =
0⇒ z = 0 в силу леммы о камне.
Соотношения между камнями и моментами
Далее обозначаем Λn вместо Λn. В разделе доказано Λn 6= Λn+∆ при
∆ = 1, 2. Получены некоторые требования для возможности выполнения
равенства при бo´льших ∆.
Назовем (неполным) полиномом камней:
hkn = (−1)
kL2n−2k−2zn;
hkn = c0n
z2k
(2k)!
+ c1n
z2k−2
(2k − 2)!
+ . . .+ ckn; (15)
hkn = 0, k < 0.
Очевидно d2hkn = h
k−1
n .
Пустьm > n; обозначим µ = n+2
[
m−n
2
]
. Выполняя для
〈
z
(n−k)
n z
(µ−k)
m
〉
то же, что в (13), с учетом (15) и сдвигая k на −1 − [∆/2], получим〈
zmh
k
n
〉
− (−1)∆
〈
znh
k+∆
m
〉
= (Λm − Λn) · (−1)
k 〈. . .〉 (16)
для ∀k > −1 − [∆/2], ∆ = m− n, где 〈. . .〉 =
〈
z
(n−p−k−1)
n z
(n−p−k−1)
m
〉
.
Обобщая (10): (
σ2 − λ2
)
L(2n−2k−2) = An−kAn−k,
где An−k = σ
n−p−k−1
(
σ2 − λ2
)
·
p−1∏
i=1
(σ − λi) . (17)
†Условие n > p обеспечивается существованием zn−1. Не попавший прямо под
доказательство случай n−1 = p, 〈zn−1〉 = 0 устраняется тем, что тогда zn,a = z
(−1)
n−1,s =∫
x
−1 zn−1,s(ξ) dξ и z
′′
n+1,s = z
′
n,a
= zn−1,s, откуда cn+1 = L
2nzn+1,s = L
2n−2zn−1,s = 0.
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Тогда〈
znAn−kAn−kzm
〉
= (−1)k−1
〈
znh
k−1
n
〉
− (−1)kλ2n
〈
znh
k
n
〉
> 0, ∀k > 0
и (−1)k−1
〈
zmh
k−1
m
〉
− (−1)kλ2m
〈
zmh
k
m
〉
> 0, при λ2n = Λ
1/p
n , λ
2
m = Λ
1/p
m .
(18)
Для анализа условий (16) и (18) удобно представить их следующим
образом: обозначим〈
zn
x2k
(2k)!
〉
= ak,
〈
zm
x2k
(2k)!
〉
= bk, ckn = ck, ckm = dk, (19)
где a = (a0, a1, . . . ), b = (b0, b1, . . . ) — моменты функций zn и zm. Обо-
значим также
(f, g)k = (−1)
k (fkg0 + fk−1g1 + . . .+ f0gk) ; (f, g)k = 0, k < 0. (20)
Тогда (16) и (18) перепишутся
(b, c)k − (a, d)k+∆ = (Λn+∆ − Λn) 〈. . .〉 (21)
для ∀k : −1−
[
∆
2
]
6 k 6 n− p− 1 и 〈. . .〉 из (16){
εn(a, c)k−1 > (a, c)k ∀k > 0
εm(b, d)k−1 > (b, d)k εn = Λ
−1/p
n , εm = Λ
−1/p
m
(22)
Соотношения (21, 22) закрывают возможность Λn = Λn+∆ при ∆ =
1, 2 в силу (ad)0 · (bc)0 = (ac)0 · (bd)0 6= 0.
Неравенства (22) могут быть несколько усилены при Λn = Λm(= Λ).
Учитывая∣∣∣〈znAn−lAµ−2k+lzm
〉∣∣∣2 < 〈znAn−lAn−lzn
〉
·
〈
zmAµ−2k+lAµ−2k+lzm
〉
и поступая, как при получении (18) и (22), с учетом (21) получим
(αc)l · (βd)2k−l+δ > (αd)k+q+δ · (βc)k−q (23)
∀k : 0 6 k 6 n− p− 1 + q,
∀l : 0 6 l 6 n− p− 1,
− δ 6 2k − l 6 n− p− 1 + 2q,
где q = [∆/2], δ = ∆− 2q, ∆ = m− n. Обозначено
α = (α0, α1, . . . ) : α0 = a0, αi = ai + εai−1, i ∈ N
и аналогично для β и b, ε = Λ−1/p.
Ограничения сверху на k и l написаны на случай рассмотрения всей
системы соотношений. Они должны быть дополнены равенствами (21),
записываемыми как
(αd)k+q+δ = (βc)k−q ∀k : 0 6 k 6 n− p− 1 + q
(ad)q+δ−1 =
q+δ−1∑
k=0
εq+δ−1−k(αd)k = 0.
(24)
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Соотношения (22) имеют вид
(αc)k < 0 ∀k : 0 6 k 6 n− p− 1
(βd)k < 0 ∀k : 0 6 k 6 m− p− 1
(25)
и, фактически, выполняются в силу (23, 24).
Наконец, вводя производящие функции
a(t) =
∑
ak(−t)
k и аналогичные для b, c и d, (26)
соотношения (23, 24) могут быть записаны в виде
(αβcd)2k+δ > (2k + δ) ((βc)k−q)
2 ∀k : 0 6 2k + δ 6 n− p− 1, (27)
где α = (1− εt)a, β = (1− εt)b, и
ad = bc · t∆ +Q, degQ 6 q + δ − 2 для ∀ deg(bc) 6 n− p− 1. (28)
Замечу, условие применения (23) несколько шире, чем (27).
Камни и корни
В разделе доказано Sn ∩Sm = ∅ для ∀m,n.
Для краткости неполиномиальные части Rn и Rm функций zn и zm
назовем их ядрами.
Лемма (о полноте корней): Любой корень уравнения λ2p = Λn пред-
ставлен в ядре функции zn в ненулевом слагаемом const · eiλx.
Доказательство. В силу четности и вещественности ядра вместе с каж-
дым корнем λj присутствует −λj и λj . Если в Rn отсутствует λ0, то из
L2p(σ) в уравнении L2pRn = 0 можно отбросить операторный множитель
(σ2 − λ20), при отсутствии же λj отбрасываем (σ − λj)
(
σ − λj
)
; в итоге
имеем M(σ)Rn = 0, degM 6 2p− 2; соответственно L(σ)zn = 0, degL 6
2n−2, где L(σ) = M(σ)·σ2n−2p. При отсутствии (σ2 − λ20) представим сам
L(σ), а иначе (σ2 − λ20)L(σ) в виде A(σ)A(σ), где A и A — комплексно-
сопряженные полиномы от σ, вводимые аналогично (10).
Имеем
〈
znAAzn
〉
= 0, degA = degA 6 n⇒ zn = 0 аналогично лемме
о камне.
Пусть Λn = Λm = Λ. Представим:
Rn =
2p−1∑
j=0
rnje
iλjx, Rm =
2p−1∑
j=0
rmje
iλjx; λ2pj = Λ. (29)
Обозначим µ = m− p− 1, ν = n− p− 1.
Сделав подстановку x2 = 1+ (x2− 1) в полиномиальных частях p2ν и
p2µ, представим zn и zm в виде:
zn = Rn +
ν∑
k=0
γnk(x
2 − 1)k; zm = Rm +
µ∑
k=0
γmk(x
2 − 1)k. (30)
Обозначим ξ = x2, ∂ = d
dξ
; если, как ранее, d = d
dx
, то d = 2x · ∂.
6
Индукцией по j легко доказывается:
z(i)
∣∣
x=1
= 0 j = 0, 1, . . . , l ⇔ ∂ jz
∣∣
ξ=1
= 0 j = 0, 1, . . . , l. (31)
Из (30) получаем
∂ kzl
∣∣
ξ=1
= ∂ kRl
∣∣
ξ=1
+ γlk · k!, l = m,n. (32)
Наконец, учитывая (31), zn ∈ Ωn, zm ∈ Ωm, получим
∂ kRn
∣∣
ξ=1
= 0 k ∈ N = {n− p, . . . , n− 1}
∂ kRm
∣∣
ξ=1
= 0 k ∈M = {m− p, . . . , m− 1}
(33)
Обсуждение
В случае совпадения с.з. соотношения (21) или (28) задают довольно
сильную связь между моментами и камнями функций zn и zm. При на-
личии дополнительного исследования старших полиномиальных слагае-
мых в (6) или моментов (19) эти соотношения плюс неравенства (23) или
(27), либо прямо отношения (16, 18) могут помочь как в решении вопро-
са о пересечении спектров для конкретных ∆ = m− n, так и проверить
выполнимость гипотезы Sn ∩Sm = ∅ для любых m,n.
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